PROBLEMAS DE OPTIMIZACION DE
FUNCIONES

1.4 Halla dos nimeros que sumados den 20 y cuyo producto sea maximo.

Sean x e y los numeros buscados. El problema a resolver es el siguiente:
X+y=20
{xy maximo
Llamamos p al producto de los dos nimeros, esto es, p=xy [*]
Como x+y=20= y=20-x Yy sustituyendo en [*] resulta:
p = x(20 - x) = 20x — x*
Vamos a calcular el (o los) méximo(s) de la funcion p(x):
p'(x)=20-2x
p'(x)=0=20-2x=0< x=10
p"(x)=-2
p"(10)< 0= x =10 es un maximo
Por tanto, los numeros buscados son:

x =10
y=20-10=10

2.- Halla dos nameros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro sea
méaximo, si la suma de dichos nameros es 40.

Sean x e y los numeros buscados. El problema a resolver es el siguiente:
X+y=40
{xzy maximo
Llamamos p = x*y. Como x+ Yy =40 se tiene que y = 40— x y por tanto:
p = x*(40 — x) = 40x* — x*
Vamos a maximizar la funcion p(x):
p'(x)=80x —3x*
p'(x)=0<80x-3x’=0< x(803x):0:>{x:O
80-3x =0=>x =80/
p"(x)=80-6x
p"(0)=80>0=> x =0 es un minimo (no nos interesa)

p(%) =-80<0=x =% €S un maximo

Los nimeros buscados son:

80
X=—

3
y:40—@:ﬂ

3 3
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82 Cuales son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m? de superficie, para
poderlo cercar con una valla de longitud minima.

Por la formula del area del rectangulo se tiene:
xy = 3600
3600m? Yy  Por otro lado, la superficie que tenemos que vallar
es 2x+2y
Asi, el problema a resolver es:
X xy = 3600
{ZX +2y minima

Como xy =3600= vy :M

Llamando f =2x+2y vy sustituyendo y = 36% obtenemos:

3600 2x* +7200
X X

f(x)=2x+2

Vamos a minimizar f:

, 4x* —2x*—-7200 2x*—-7200
f'(x)= 2 Rl
f'(x)=0 2x? —7200 = 0 < x = +60

L 14400
f(x)= =
f''(~60)< 0= x=-60 es un maximo (no nos interesa)
f''(60)> 0= x =60 esun minimo

Por tanto, las dimensiones del campo son:

X =60m
y:3600:60m
60

(es decir, se trata de un cuadrado)

4.- Halla las dimensiones del rectangulo de area méxima que se puede inscribir en una
circunferencia de radio 5 cm.

A =Xy maxima

Por el teorema de Pitagoras:

Qg((\ x* +y?=10°

> Y | dedonde

- X y = VIO

La funcion a maximizar es: f(x)= x+/100 — x?

f(x)= X100~ x7 = X210~ x) = V100X - x* = (100X  x* )2
200x — 4x°

2-4/100%x% — x*

f:(x)= - 100 - x*) 2 (200x - 4x°)=
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x=0

f'(x)=0< 200x—4x® =0 < x(200-4x* )]=0=
) : ) {200—4x2=o:»x=i\/%

El Unico posible extremo que nos interesa es x = /50
_ 2
f'(X): 100 — 2x
V100 — x?

—4x3100 - xZ — (100 - 2x?)——%
- 4x+/100 - x? — (100 ZX)TO—XZ __4X(/7100 X) (100_2)(2))(:

(V00— x* | © (00-x* W100-x?
~ —300x +2x°
(100 - x2 N100 - 2

f"(\/%)< 0= x= \/% €s un maximo

Calculamos el valor de y:
y=100- (50| =50

Por tanto, las dimensiones del rectangulo para que el area sea maxima son:

x =+/50 cm
=+/50 cm

esto es, se trata de un cuadrado.

5.2 Con 1 m? de cartén cémo construirias una caja del mayor volumen posible.

Teniendo en cuenta el dibujo, tenemos que maximizar la
funcion

v(x)=(1-2x)*x = 4x® — 4x® + x
Calculamos las derivadas:

-2 Vv'(x)=12x* —8x +1
+4(-8)" —4-12-1
X V'(X):O<:>12x2—8x+1:0:>x:8 \/( 8)
2.12

X 8+4_12 1

_8+\/E_8i4 24 _24_2

2424 18-4_4 1

24 24 6
v'(x)=24x-8

/
1
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1
j= 12-8>0=x =5 es un minimo (no nos interesa)

o

j 4 — 8<0:>x_% €S un maximo




Por tanto, como 1—2x:1—2£=1—%=§ las dimensiones de la caja son:
22 m)
3 3 6

6.= Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los mérgenes superior e
inferior deben ser de 2 cm y los laterales de 1 cm. ¢Cuales deben ser las dimensiones
para que resulten hojas con un coste minimo?

. Teniendo en cuenta el dibujo, la funcién a minimizar es:

EGI S=2X+2X+2+2+2+2+18+y+y=4x+2y+26
Por otra parte, teniendo en cuenta la formula del area de un
rectangulo, se tiene que:

Y| 18cm® xy =18
Asi, tenemos que resolver el siguiente problema:

{xy =18

| cm s lem 4x+2y+26 minima

i Como xy=18=y =%, y por tanto, sustituyendo en s
tenemos:
. =4x+2%+26= 4x* +3X6+26x _ 4x* +2X6x+36 _5(x)

Vamos a minimizar s(x):
S(0)= (Bx+26)x— (4%* + 26x+36)-1 _ 8x* +26x —4x* —26x—36 _ 4x* — 36

x2 x2 x2

s'(x):0<:>4x2—36:0<:>x2:%:Q:XZ\@:C%

iy BX-x? —(4x2 —36P2x  8X° —8x°+72x 72
()= x* B x* X
s''(3)> 0= x =3 es un minimo

Asi las dimensiones de la zona que contiene el texto impreso son:

X=3cm

18
=—=6Ccm
y 3

y las dimensiones de la hoja de papel son: 5x10cm.

.= Un agricultor sabe que si vende hoy su cosecha podréa recoger 50 000 kg, que le
pagaran al precio de 20 céntimos por kg. Por cada dia que espere, la cosecha disminuira
en 800 kg, pero el precio aumentara en 3 céntimos por kg. ¢Cuantos dias debera esperar
para obtener el mayor beneficio?

Sea x = numero de dias que espera el agricultor.
Recoge una cosecha de 50000 —800x (kg), que vende al precio de 20+3x (cent./kg).
La ganancia que obtiene es:

g(x) = (50000 — 800x )20 + 3x)
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que es la funcion que tenemos que maximizar:
g'(x) = —800(20 + 3x)+ (50000 — 800x ) 3 = —16000 — 2400x + 150000 — 2400x =
=—4800x +134000
134000 335

9'(x)=0 < —4800x +134000 = 0 < x = ===
4800 12

9" (x)=—4800

[ 335 335 .
9"| — | <0 = X=—— es un maximo
12 12

Por tanto, el agricultor debera esperar % = 27,917 = 28 dias para que su ganancia sea
maxima.

8.= Un vendedor de boligrafos ha observado que si vende sus boligrafos a 15 céntimos,
es capaz de vender 1 000 unidades diarias, pero que por cada céntimo que aumente el
precio, disminuye en 100 unidades la venta diaria de boligrafos. Por otra parte a €l le
cuesta 7,5 céntimos fabricar un boligrafo. Averiguar qué precio ha de poner para
obtener el maximo beneficio.

Sea x el precio de cada boligrafo.
El nimero de boligrafos vendidos al dia es n=1000-100x, y en cada boligrafo
obtiene un beneficio igual a x-5.
El beneficio total es:
b(x)= (1000 —100x )(x - 5)
que es la funcién que tenemos que maximizar®:
b'(x)=-100(x —5)+ (2000 —100x) = —100x + 500 + 2000 — 100X = —200x + 2500

b'(x)=0< —200x+2500=0 < x:%:lzﬁ
b"(x)=-200
b"(12,5)< 0= x=12,5 es un maximo para b(x)
Por tanto, el precio del boligrafo para que el beneficio sea maximo es de 12,5 céntimos.

9.2 Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El
metro lineal de tramo horizontal cuesta 20 euros y el tramo vertical 30 euros.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del
marco sea minimo.

b) Determinar el coste del marco.

El problema a resolver es:
y 6m? Xy =6
M =2x-20+2y-30 =40x+60y

Como xy=6=y-= 6 y sustituyendo en la expresion de M:
X

X M =40x+60— =

2
6 _ 40x" +360 _ M (x)
X X

! Esta funcién es una paréabola y por tanto tiene su extremo en el vértice.
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Calculamos M'(x) e igualamos a cero:
— 2 . 2 _ 2 2
(1) = 80X X (40x? +360)-1 _ 80x? —40x* ~360 _ 40X’ —360

x2 x2 x2

M'(x)=0 <> 40x* ~360 =0 < X° =324—?=9<: X =+3
Comprobamos que la solucion positiva que es la que tiene sentido corresponde a un
minimo:

M (x) = 80x - x* — (40x? —360)- 2x _ 80x° —80x° +720x _ 720X _ 720

x* x4 x* x>

M"(3)z%>0:> x =3 es un minimo

X=3m
y=2m
Asi, el coste del marcoes: 40-3+60-2=120+120=240 €.

Por tanto las dimensiones del marco son: {

10.= En una oficina de correos s6lo admiten paquetes con forma de paralelepipedo
rectangular, tales que la anchura sea igual a la altura y, ademas, la suma de sus tres
dimensiones debe ser de 72 cm. Halla las dimensiones del paralelepipedo para que el
volumen sea maximo.

El problema a resolver es:
| {x +X+Yy=T72

X oo T T T v =x?y maximo
-~ X
Como
y 2X+y=72=y=72-2X

y sustituyendo en la expresion de v:
v=x2(72-2x)=T72x* - 2x® = v(x)
Maximizamos v(x):
V'(x) = 144x - 6x*
x=0 (Novale)
V'(x)=0 < x(144-6x)=0 = 144
6

24

v''(x) =144 —12x
V''(24) = —144 < 0 = x = 24 es un maximo
Por tanto, las dimensiones de la caja son: 24 x24x24 (cm).

11.- Queremos disefiar un envase cuya forma sea un prisma regular de
base cuadrada y capacidad 80 cm?®. Para la tapa y la superficie lateral
usamos un determinado material; pero para la base debemos emplear un
material un 50% mas caro. Halla las dimensiones de este envase
(longitud del lado de la base y altura) para que su precio sea el menor
posible.

Si suponemos que el precio del material para la tapa y los laterales es de
una unidad por cm?, el precio para 1 cm? de la base sera de 1,5 unidades.
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El precio del envase, que es la funcion que debemos minimizar, es:

P =X> +4xy +1,5x* = 2,5x° + 4xy
Esta funcion depende de dos variables, pero como sabemos que el volumen es de 80
cm?®, se tiene:

Vv :xzy:80:>y:i—?

Sustituyendo en la funcién:

p=25% +4xg: 2,5x° +@= p(x)
X X
Derivamos e igualamos a cero:
, 320
p'(x)= X7

p'(x)=0=5x*-320=0<= x* =64 < x=4 cm
Para comprobar que se trata del precio minimo, calculamos la derivada segunda y
sustituimos:

o 640
p (X)=5+7

p"(4)>0= x =4 es un minimo
El envase de precio minimo tiene una base cuadrada de 4 cm de lado y una altura de 5
cm.

12.- Halla las dimensiones del rectdngulo de area maxima que puede inscribirse en un
triangulo isdsceles cuya base es el lado desigual y mide 36 cm y la altura
correspondiente mide 12 cm. Sup6n que un lado del rectangulo estd en la base del
triangulo.

C La funcion que debemos hacer maxima es el
area del rectangulo: A= xy
Como esta funcion depende de dos variables,
12 debemos buscar una relacion entre ellas.
P Los tridngulos CMB y PNB son semejantes,
y por tanto:
A N ~p X
X MB BN 18 ° 2
36 — = —=——53y=36-X
CM PN 12 y
= X =36-Y?

Sustituimos en la funcién a maximizar:
A=36y-3y° = A(y)
Derivamos e igualamos a cero:
A'(y)=36 -6y
A(y)=0=36-6y=0<y=6
Sustituimos en la derivada segunda:
A"(6)=—6 <0 =y =6es un maximo
y=6cm

Por tanto, las dimensiones del rectangulo son:
x=18cm
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13.- Un hilo de 100 cm se divide en dos trozos de longitudes x e y; con el primero se
forma un cuadrado y con el segundo un circulo. Razonadamente:
a) Halla x e y para que la suma de las areas del cuadrado y del circulo sea

maxima.
b) Halla x e y para que la suma de las areas del cuadrado y del circulo sea

minima.

La longitud de la circunferenciaes 2z r =y, y por tanto el radio es r = ZL :
T
100cm La funcion que tenemos que maximizar

| | | 'y minimizar es la suma de las areas:
| X | y | X2 zy? x?y?

S=—+ =t
16 4r 16 4r

Ademas, sabemos que x+y =100, es

X =y decir, y =100—x .
4 Sustituyendo:
2 _ 2
g X, @00-x] o)
16 Ar

Derivamos e igualamos a cero:
s(x)=2+ —(100-x) _ x 100-x

2r 8 2
S'(x)=o@5—1og_x =0 27 x =800 -8 < x(27 +8) =800 =
T
800 400
> X= =

27+8 m+4
Calculamos la derivada segunda y sustituimos:

" 1 1 400 .
S"(X)==+—>0=>x= es un minimo
8 2rx T+4
Por tanto, el valor hallado corresponde a un minimo. Es decir, cuando x = 4004 e
T+

400 1007

T+4 rm+4
El 4rea serd maxima en uno de los extremos del intervalo [0,100] en el que toma

valores la variable x.

la suma de las areas es minima.

y =100 -

Si x=0 e y=100, el radio del circulo es r = 120—0 el area del cuadrado es 0 y el area
T

del circulo es:
2
100 _ 10000 ~795,8 cm?

&irculo =7 47Z'2 47[
Si x=100 e y =0, el lado del cuadrado es 25 cm y el area del cuadrado es:

Acuadrado = 252 = 625 sz

Asi, la funcion se hace maxima cuando x =0, es decir, cuando todo el hilo se utiliza en
hacer un circulo.
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147 Un jardinero quiere hacer un parterre’ en forma de sector circular y que tenga de
perimetro 20 m. Se pregunta acerca del radio que debe tomar para lograr que el area del
parterre sea maxima.

a) Expresa el area del parterre, S, como funcion del radio r.

b) Determina el valor del radio que maximiza S.

c) ¢Cuadl es la amplitud de este sector de maxima superficie?

d) ¢Que criterio se utilizara para garantizar que la solucion encontrada corresponde

ciertamente a un maximo?

Consideramos un sector circular de radio r, arco a y
r anguloc .
Deducimos la formula del area de dicho sector a partir de la
formula del éarea de circulo y de la longitud de la
<) circunferencia.
A=rz-r> y L=2-z-r
Si llamamos S al area del sector circular, se tiene:
2-7-r  mer? r-r’-a ra
= =8==" -
a S 2-7-r 2
a) Para expresar el &rea S en funcion del radio utilizamos la relacion que proporciona el
perimetro del parterre, 2r + a = 20, de donde:
a=20-2r

Sustituimos en la formula de S:

g _ ro-2r)

=10r —r* =S(r)
b) Derivamos e igualamos a cero:
S'(r)=10-2r
S'(r)=0=10-2r=0<r=5m
Calculamos la derivada segunda y sustituimos:
S"(r)=-2<0=r =5 es un maximo
c) Para calcular el valor de la amplitud, «, correspondiente a esta solucion, calculamos
primero el valor de a:
a=20-2-5=10m
y el angulo correspondiente a este arco (expresado en radianes) se obtiene mediante una
regla de tres:
2-r-r 2rx 207 10 .
=—>=a= =— =2 radianes
10 a 2-r-r 5
d) Para garantizar que la solucion corresponde a un maximo, hemos calculado la
derivada segunda y hemos visto que tiene signo negativo.

15.- El valor de un rubi es proporcional al cuadrado de su peso. Divide un rubi de 2
gramos en dos partes de x gramos y de 2—x gramos, de forma que los dos rubies
formados sea minima.

El valor de dos rubies serd, en funcion del peso de uno de ellos:
V(x)= k(x2 +(x—2)2): k(2x? —4x+4)
Calculamos la deriva e igualamos a cero:

2 Jardin o parte de él con césped, flores y anchos paseos.

Cipri Optimizacion de funciones



V'(x)=k(4x -4)
V'(x)=0=k(4x-4)=0<x=1
Calculamos la derivada segunda y sustituimos:
V"(x)=4x
V"(1)=4>0= x =1es un minimo
Asi, ambos rubies deben pesar 1 gramo cada uno.

16.= Se quieren construir depositos cilindricos como el de la figura, con la condicion de
que la altura y el perimetro de la circunferencia sumen 100 m.

Comprueba gue el volumen de los depdsitos viene dado por la expresion:
V(r)=1007-r? - 27%r®
y determina las dimensiones del que tiene volumen méximo.

La funcion que queremos hacer méaxima es el volumen del cilindro:
V =7z-r°h
——— lLa condicion dada en el enunciado relaciona las dos variables que

N~ aparecenen la formula del volumen:
h+27-r=100=h=100-27z-r
Sustituyendo en V:
V(r)=7z-r?(100-27-r)=1007-r? — 27%r®
Derivamos e igualamos a cero:

~__ 7 V'(r)=2007-r-6x°r?

0
V'(r)=0< 2007 -r-62°r> =0 < r=1100
3
La solucién r =0 corresponde a un cilindro degenerado de volumen 0. Estudiamos la
solucion no nula, y para ello calculamos la derivada segunda:
V'"(r)= 200z -127°r

V[@J = 2007 ~1272 220 _ 2007 - 2007 < 0 = 1 = 2% &5 un maximo

3z 37 3z

El cilindro de volumen méaximo tiene por dimensiones r = 13?—0 my h= 100 m.
T

17.- Dos coches circulan por dos carreteras perpendiculares. El
primero sale de la ciudad A a 100 km/h y el segundo de la ciudad 4
B a 120 km/h en sentido al cruce de ambas carreteras.

La distancia de A hasta el cruce es de 100 km y desde B hasta el
cruce, de 120 km. ¢(En qué momento la distancia entre los dos

100 km

coches es minima? 120 km
- 5]
Sea d la distancia que hay que minimizar. Sabemos que
e=v-t
El espacio que le falta por recorrer a A es: 100100t
10
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100 km A

l

0 B
120 km
El espacio que falta por recorrer a B es:120 — 120t
Aplicando el teorema de Pitagoras: d(t) = \/(100 —100t)* + (120 —120t)?
Desarrollando y agrupando:
d(t) = 204/66t% —122t + 66
Calculamos la derivada primera e igualamos a cero:

10,/2(66t — 61

1
d"(t)= 20 (66t — 122t + 66) 2 (122t ~122) =...=
2 J/33t° — 61t + 33

d'(t)=0<10 2(66t—61)=0<:>66t—61=0<:>t=%

Calculamos la derivada segunda y sustituimos:
0" (0) = 31752 3
J/(33t7 - 66t + 33)

d,,( g) _ 264441010

61 .
t =—es un minimo
66 127 66

Por tanto, la distancia entre los dos coches es minima para t:%: 0,924 horas, que

son, aproximadamente, 55,44 minutos.
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