Hacia el afio 2000 a. C., los egipcios tomaban 256/81 como valor
aproximado de . Varios siglos mds tarde, utilizando el cdlculo de perimetros
de poligonos regulares inscritos y circunscritos en una circunferencia, Arqui-
medes (siglo 1 a. C.) estimé que 7 era un niimero comprendido entre

22311 5 22(7.

Tsu Chung Chich (siglo v d. C.) realizé, mediante métodos geométricos,
una aproximacién de 7w con 6 cifras decimales exactas.

A fimales del siglo X1X, y recurriendo esta vez a métodos aritméticos, se
consiguio una aproximacion a w de 707 cifras decimales exactas.

Actualmente, gracias a la capacidad de cdlculo de los ordenadores, se ha
logrado determinar una aproximacion de w con aproximadamente 500 millones
de cifras decimales.

En esta unidad, ademds del niimero ar, se tratan otros niimeros lamados
irracionales que, junto con los racionales, constituyen el conjunto de los
nimeros reales.

Numeros reales

1

2

Ordena de mayor a menor las siguientes
@ expresiones decimales:

a) 0,26,0,26,026,0,260

b) 0,03, 0,035, —0,032, —0,03

¢) 1,57,1,569, 1,56

Expresa come producto de potencias
@ [asiguiente expresién:

Realiza las siguientes operaciones:
P20




L] Nimeros y expresiones decimales ©

1.1. Los nimeros racionales

El conjunto de los ndmeros racionales estd constituido por los niimeros
enteros v los niimeros fraccionarios. Por tanto, cualquier nimero que pueda
expresarse en forma de fraccién es racional.

Toda fraccion da lugar a un nlimero decimal limitado o a un namero decimal ilimi-
tado pericdico. Por tanto, un ndmero decimal es racional si, y solo si, es limitado o
periodico. El conjunto de los nimeros racionales esta designado por Q.

o

Por ejemplo:
B 174£=06,75 es decimal limitado.
e e ey . s 1
B 55 33=1,69 es decimal periédico puro.
s o 7 s a1 .
B —91/12=-7,583 es decimal periédico mixto.
Todas estas expresiones decimales son ejemplos de niimeros racionales.

Los numeros racionales se pueden representar grificamente sobre una
1z que se han determinado un origen v una unidad.

A1, para representar el ndmero decimal 3,47, hacemos lo siguiente:
- = # 7 . 3 .
Dadoque 3,47 =3+ —+ ——, se divide sucesivamente la unidad en 10y 100
10 100
partes 1zuales. Se toman 3 unidades, 4 décimas y 7 centésimas, y se sefiala el
i punto correspondiente al ndmero:

| [ARENERANEE| ! |
| T

3 34 347 4
- = . .
[ciricamente, cualquier ndmero racional se puede representar sobre la
recta eraduada pero, en la préctica, a menudo resulta imposible. Por ejemplo,
2 B . VR =
es extraordinariamente dificil representar —2,7645 o 3,61.
1 -
Ejemplo

N

& a) ERepresentar el niimero decimal periddico 16.

‘ << escribe el nidmero en forma de fraccién: 1,6 = 5/3.

b Puesto que 5/3 =1+ 12/3, se sefiala en una recta graduada el punto 1 y se
=2 una recta auxiliar con una cierta inclinacion, la que se desee, que parta
Ze dicho punto (figura 1.2).

o el compds, se marcan sobre la recta auxiliar tres divisiones iguales.

Sesndonos en el reorema de Tales, se traza una paralela al segmento ante-
=7 que pase por ¢l punto que determina la segunda divisién de la recta
- El punto de interseccién de esta paralela con la recta graduada
meresenta el valor 1,6.

/
0
FiGura 1.2,

. NOmeros reales

Observa

Una fraccidon da lugar a un
numero decimal limitado si,
en su expresion irreducible, el
denominador es un producto
de potencias de 2 y de 5.

Asi, 1/4, 34/125, 7/20 dan
lugar a nimeros decimales limi-
tados, puesto que:

P =0,25
A gmEl
e =0.272
125 Gt
7 7
—:‘2—=0,35
20 2%-5
Observa

Un nimero decimal perio-
dico con periodo 9 es un deci-
mal exacto:

7,129 =713/100=7,13



Tsucesién: secuencia de elementos es-
Critos en un cierto orden.

1.2. Los numeros irracionales LQ

Ademis de las expresiones decimales limitadas o ilimitadas periddicas
existen expresiones decimales ilimitadas no periédicas; por ejemplo:

® 1,010010001...

3

B —3,525125625...

W 3,141592653... =
W 1,414213562...=\/2
W 2,718281828...=e

Se denominan niimeros irracionales las expresiones decimales que no son
limitadas ni periédicas y que, por tanto, no pueden expresarse como fracciones.
El conjunto de los nlimeros irracionales esta designado por L.

Los miembros de la escuela pitagérica (siglo Vi a.C.) ya conocian la exis-
tencia de nimeros que no podian ser expresados como una fraccién. Ejemplos
de estos nimeros irracionales son la diagonal de un cuadrado cuyo lado es la
unidad, \/E, y la diagonal de un pentdgono regular que tiene por lado también
la unidad, el ndmero dureo:

_14+%5

Z

Otro ejemplo de nidmero irracional es el niimero 7, que proporciona la
relacién entre la longitud de una circunferencia y su didmetro.

)

Representacién grafica de los niimeros irracionales

Puesto que los nimeros irracionales admiten una expresién decimal, aunque
ilimitada, es légico suponer que pueden representarse en una recta, al igual
que los racionales: una vez situada la parte entera, se procede a dividir la unidad
en diez partes para disponer las décimas; a continuacion, cada décima se
subdivide en diez partes para situar las centésimas, y se prosigue del mismo
modo para las milésimas, diezmilésimas, cienmilésimas. .. (figura 1.3).

Este proceso supone una forma de aproximacién al ndmero irracional
mediante la construccién de lo que se denominan segmentos encajados. Por
ejemplo, 7 =3,141592... es un niimero ubicado entre 3 y 4. Si se divide
en diez partes el segmento de la recta comprendido entre 3 y 4, resulta que ™
estd entre 3,1 v 3,2. Prosiguiendo de este modo, 7 estd determinado por una
sucesion! de segmentos, que se podrian indicar como sigue:

so=1(3,4) 53 =1(3,141, 3,142)
s1=1(3,1,3,2) s, = (3,1415, 3,1416)
5, =1(3,14, 3,15)

Cada segmento estd contenido en el anterior y es la décima parte de él.

2 3 4 5
3 o Sy W
| Pl 1 1 1 i 1 L H ! N |
T 13:1 3:2 I _|. T T T T

3,1 3,2
—t— -
T A 1315 e
5 I y 3,15
NI e S B S —
3,141 3,142 -

3,141/ 3,142

I 1 1 1 N |

31415 3,416
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f)

1 acepramos como axioma! que existe un punto comun para cada suce-
lecimal de segmentos encajados, podemos concluir que la expresion
gue determina un niimero irracional se puede representar por un pun-
recta graduada.

mrroducido la nocién de sucesién decimal de segmentos encajados
a forma de representar una expresién decimal ilimitada no periédica.
ante, conviene remarcar que un nimero decimal cualquiera también
s¢ puede representar de la misma forma, aunque este no sea el procedimiento

mas habitual.
Lz representacion exacta de un nimero irracional es, a menudo, imposible.

Los ndmeros irracionales que proceden de radicales cuadraticos pueden
representarse como se indica en la figura 1.4.

Lz representacién de los nmeros irracionales rellena los huecos que Observa

Zzi2 en la recta la representacion de los nimeros racionales, por lo que la El nimero decimal limitado
—2,456 se puede determinar a

S . partir de la siguiente sucesién
el mismo modo, podemos afirmar que a cualquier punto, P, de la recta se decimal limitada:
Iz puede asignar un niimero racional o irracional; basta con realizar el proceso —2456=[(—3, —2), (=2,5, —24),
conrano: cualquier punto, P, de la recta serd el punto comiin de una sucesion (—2,46, —2,45)]
Secimal de segmentos encajados. Si esta sucesion es limitada, determina una El ndmero decimal periédico
“n decimal limitada, y si no lo es, una ilimitada. 03 se puede determinar a partir

de la sucesion decimal ilimitada:

03 =1(0,1),(03,0,4), (0,33,0,34),

% zodz expresion decimal (racional o irracional) le corresponde un Unico punto en
(0,333,0334) ...]

= recta graduada, y viceversa.

{ctividades

z oty ; . -
» [ BT ;Por qué —5,0227 no es un ntimero irracional?

= HE E 1 Determina y razona cuales de los siguientes nimeros son racionales
v cuzlesirracionales:

2 g
=0 0017, ~341232323..., V3,

/1
\/—, 4,1213141516...
81

El T Razona cudl de las siguientes frases es cierta:
| al Todo ndmero decimal se puede expresar como una fraccién.
5] Los nimeros reales se pueden expresar como un numero decimal limitado

o0 periddico.
<] Todo nUmero racional es real.
| ! Todo numero entero es racional.
2] Hzy ndmeros reales que no pueden expresarse como una fraccion.
#1 Zntre dos nimeros racionales hay infinitos irracionales. laxioma: proposicion universalmente
g/ Losnumeros irracionales no se pueden expresar en forma decimal. aceptada y no demostrada. Es un
4 principio claro y evidente.

1. NOmeros reales




Recuerda

Si un ndmero g es una
aproximacion por defecto del
numero real x, entonces g < x.
Si es una aproximacién por
exceso, d > X,

Es decir, toda aproximacién
supone un cierto error.

Recuerda

Para hacer célculos con nu-
meros racionales, es conveniente
utilizar sus expresiones fraccio-
narias. Asi se garantiza la exacti-
tud en el proceso.

E El conjunto de los numeros reales [©

Los ndmeros decimales limitados, ilimitados periédicos e ilimitados no
periédicos constituyen el denominado conjunto de los nimeros reales.

Los nimeros racionales y los irracionales constituyen el conjunto de los niimeros
reales, que esta designado por R:

La determinacién de un ndmero real mediante segmentos encajados no es
Unica ni, por supuesto, prictica. Un ndmero real admite otro tipo de repre-
sentaciones:

B Mediante sucesiones de niimeros decimales. Por ejemplo:

® /3 se puede aproximar mediante las sucesiones:

1
* 0,3, 0,33, 0,333, ..., que se aproxima a = por defecto.

1
* 0,4, 0,34, 0,334, ..., que se aproxima a ? pOr exceso.
® V2 se puede aproximar mediante las sucesiones:
e 1, 14, 1,41, 1,414, ..., que se aproxima a V2 por defecto.
e 2, 1,5 1,42, 1415, ..., que se aproxima a 'V 2 por exceso.

En ambas sucesiones, cada término ofrece una mejor aproximacion al
nimero real que el término anterior.

B Mediante una expresién decimal. Por ejemplo:

3
‘_:O
@ 3 ,375
@ %3 =0,3846153846...

e V2=14142135...

Como no es posible manejar infinitas cifras decimales, se urilizan aproxi-
maciones. Por ejemplo, el ndmero 7 se expresa de forma aproximada en
funcién de la necesidad de precisién: 3,14, si se aproxima con dos cifras
decimales; 3,1416, si se hace con cuatro, etc. El ndmero decimal 3,14 es
una aproximacion por defecto de 1, v 3,1416 lo es por exceso.

Qctividades

El EE] Determina una sucesion que se aproxime por defecto al nimera irracio-
nal V5.

Solucién: 2, 2,2, 2,23, 2,235, 2,2360, 2,23606, 2,236 067, 2,2360679,
2,23606797, 2,236067 977, 2,236 0679774, ...

4
[] Escribe una sucesién que se aproxime a —7 pOr exceso.
Solucién: —0,5, —0,57, —0,571, —0,5714, —0,57142, —0,571428, —0,5714285,
—0,57142857, —0,571428571, —0,571428571 4, —0,57142857142, ...

6] Aproxima por defecto el nimero e mediante una expresién con cuatro
cifras decimales.

EET ] Escribe dos nimeros, uno racional y otro irracional, comprendidos entre
los siguientes pares de ntimeros:

a) 5,1497 y 5,1498 b) —0,0091 y —0,009
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E La recta real. Intervalos

3.1. La recta real

Como ya hemos visto, si en la recta de la figura 1.5 se fija un punto de origen,
0, v se determina un segmento unidad, a cada nimero real le corresponde un
tinico punto, y viceversa: a cada punto se le puede asignar un tnico niimero real.

Fisura 1.5.

La representacion grafica del conjunto de los nimeros reales se denomina recta
real o recta numérica.

3.2. Intervalos

Un intervalo es un subconjunto de ndmeros reales que se corresponde
erificamente con los puntos de un segmento o de una semirrecta de la
recta real (figuras 1.6.a y 1.6.b).

En la recta numérica se asigna —eo al extremo izquierdo, y +ee, al dere-
cho; por eso, en ocasiones, se utiliza el intervalo (—eo, +eo) para denotar el
conjunto de todos los ndmeros reales.

Sean a y b dos nimeros reales tales que a <b; se denomina intervalo
abierto de extremos a y b al conjunto de nimeros reales, x, tales que a<<x<Ch. Se
representa por {a, b):

(@, b)={xER | a<x<b}

Grificamente, el intervalo (a, b) es el conjunto de los puntos del segmento

ab, excluyendo los extremos, a v b (figura 1.6.a).

O——————0

| I I
a b a b
Fieura 1.6.a. Ficura 1.6.h.

El conjunto de niimeros reales, x, tales que a < x =< b constituye un inter-
valo cerrado; se representa por [a, b]:

[a,b]={xER | a=x=bh}

Grificamente, el intervalo [a, b] es el conjunto de puntos del segmento ab
mcluvendo los extremos (figura 1.6.1).
El intervalo (a, b] representa el conjunto de nimeros reales, x, tales que

< x =b. El intervalo [a, b) representa el conjunto de nimeros reales, x,
ralesquea=x<b.

Ambos intervalos, (a, b] v [a, b), se llaman semiabiertos o semicerrados,
v2 que solo uno de sus extremos pertenece al intervalo:

@ bl={x€ER|a<x=b [a,b)={xER | a=x<h}

I. NUmeros reales

Observa

La expresion b > a significa
que b es mayor que g; por tan-
to, en la recta, b estd a la dere-
chadea.

La expresion a > 0 equivale a
decir que a es un niimero posi-
tivo y se representa a la derecha
del origen, O, en la recta real.
Cuando g es un nimero negati-
vo, se escribe a < 0y se repre-
senta a la izquierda del origen.

Cuando aparecen los signos
= 0 = entre dos expresiones
numéricas o algebraicas, se
entiende que estas pueden ser
también iguales.

Observa

Si a = b, el intervalo abierto
(@, b) no contiene ninglin punto:
es el conjunto vacio.

Si a = b, el intervalo cerrado

[a, b] solo contiene un punto,
P=a=h.




]

FiGura 1.7.

—

Gréficamente, el intervalo (a, b] es el conjunto de puntos del segmento ab
excluyendo el extremo a e incluyendo el extremo b (figura 1.6.¢)

De la misma manera, el intervalo [a, b) es el conjunto de puntos del
segmento ab donde se incluye el extremo a y se excluye el otro extremo, b

(figura 1.6.d).

O &——0

| ! |
T T T
a b a b
FiGura 1.6.c. Ficura 1.6.d.

La amplitud de un intervalo es la longitud del segmento que determina.

El conjunto de los ndmeros reales, x, tales que x < a, se representa por
(—oo, a) (figura 1.6.¢). Del misma modo, el conjunto de los ndmeros reales, x
tales que x> a, estd representado por (a, +oo) (figura 1.6.1). Graficamente,
corresponden a dos semirrectas cuyo origen es a (al que no incluyen) y tienen
sentido opuesto (figuras 1.6.¢ y 1.6.f).

3

< —1) O-
] |

I |

T=E a a +x

FiGura 1.6.e. Ficura 1.6.f.

4

El entorno de un punto, x,, es el intervalo (x, — Xy + 1), donde 7 es el
radio, es decir, la mirad de la amplitud (figura 1.7). Dicho entorno se designa
por E(xg, 7).

Ejemplos

a) Representar grdficamente los intervalos (3, 5),(=1/2, 3/4], (-, 6),
[=2, +e0) y [=5/2, 7/3].

. B
. ® : —
S 5 -0
o o—=o p il 7
—— I J' T il — ‘ T f —
=3 | -2 =1 0 |1 z| 3 4 5 6
& 1 3 &
2 2 4 3

FiGura 1.8,

b) ;Con qué conjuntos de niimeros reales se corresponden los intervalos
del ejemplo anterior?

Se corresponden con 3 < x < 5, =12 € x =< 34 x £ 6, x = =7
y —5/2 = x = 7/3, respectivamente.

€} Indicar el entorno del punto —1, de radio 0,5.
Es el intervalo (—1,5, —0,5).

Qctividades

1 4
Bl BT Representa en la recta real los intervalos (—2, 2) y (—5, _ETJ

El BT Representa graficamente los nimeros reales que verifican —5 << x = 3,
= s
x>V2,1/3=x=5/2yx=3. Escribe, en cada caso, de qué intervalo se trata.

@ Aritmeética y Algebra




L] Orden y desigualdades.
Valor absoluto

4.1. Orden y desigualdad de niimeros reales

El conjunto de los nimeros reales con la relacién menor o igual que (=)
verifica las siguientes propiedades:
B a=bsi, ysolosi, b—a es un nimero real positivo o cero: b — a = Q.
B a<b,si, ysolosi, b—a>0. En este caso, decimos que & es estrictamente
menor que b.

Las expresiones a=< by a<'b reciben el nombre de desigualdades.

Propiedades

1. Si se suma un mismo ndmero real a los dos miembros de una desigualdad,
esta se mantiene: sia<<b (0 a=b), entoncesa+c<b+c(oa+c=b+ c),
donde c es un ndmero real cualquiera.

Asf, como —4 <5, también —4 + 3 <5 + 3, es decir, —1 < 8. Del mismo
modo, —4 =3 <5 — 3, es decir, —7 < 2.

2. Si se multiplican los dos miembros de una desigualdad por un mismo
numero positivo, se mantiene la desigualdad, es decir: si a<<b (0 a<b),
ve>0,entoncesa-c<h-c{oa-c=bh-c).

Asi, como —5 < 3/5, también —5 - 5/7 << 3/5 - 5/7, es decir, —25/7 < 3/1.

3. St se multiplican los dos miembros de una desigualdad por un mismo
ndmero real negativo, se invierte la desigualdad, es decir: sia << b (0 a=<b),
ve<0,entoncesa-c>b-cloa-c=b-c).

S1en la desigualdad —7 < —2 se multiplican ambos miembros por —2, se
obtiene 14 > 4. De este modo, si a es un nidmero positivo, af3 << 3af7, v si
es negativo, af3 > 3a/7.

Ejemplo

a) Stacumple —1<<a+3ya+3<0, ;aqué intervalo pertenece?

A partir de las condiciones del enunciado, podemos determinar que:
—1<a+3<0

Por tanto, a + 3 pertenece al intervalo (—1, 0). Para determinar a qué

mrervalo pertenece a, se procede del siguiente modo:

—1—-3<a+3-3<0—3, esdecir, —4<a< 3

Por consiguiente, a pertenece al intervalo (—4, —3).

{)ctividades

L E7sSia>0,b>0y a<b, jqué relacion de desiqualdad existe entre 1/a y 1/b7

1 sia<0yb>0, ;qué relacion de desigualdad existe entre 1/a y 1/b?

F

E B szbiendo que 2a—1>0 y —3a >4, determina el intervalo al que perte-

_____

I E T Lz diferencia de edad entre una madre y su hija es de 28 afos. ;Cudndo
S 72 lz2 edad de la hija la mitad de la de su madre mé&s 10 afios?

Sofedon: Cuando la hija tenga mas de 49 afios, la madre tendra mas de 76.

1. NOmeros reales

B TTS———..

Observa

La propiedad 2 sirve para la
divisién por un namero real
positivo, puesto que dividir es
lo mismo que multiplicar por el
inverso.

La propiedad 3 se puede de-
mostrar de la siguiente forma:

Sea a<tb. En este caso,
b —a>0. Multiplicando (b — a)
por un ndimero real negativo c,
tenemos que (b —a) - c<< 0, es de-
cir, b+ c—a-c<0. Esta desigual-
dad significa que b - ¢ es menor
que a- ¢ portanto,a-c>b-c
como se queria demostrar.



i

Propiedades
oo N ,
1. Para cualquier nimero real a:

h@{;‘:‘w@-\ i
—b 4.2. Valor absoluto de los niimeros reales

Sea x un niimero real. Se define su valor absoluto, | x|, como:

2. Etl valor absoluto del producto de

2 . =X six<0
numeros reales es igual al producto lxl =4 b
X  six=0
de los valores absolutos de los factores:
ha-b] = lal - [5] Al jemplos de valores absol T e
; unos ejemplos de valores absolutos son los sisuientes:
3. Dados dos nimeros reales a y b, 8 JEtp &u

se cumple que:
la+bl=|a] + |b]
Esta expresion se llama desigualdad

sl =5 1-131 =15, |-V3]=V3, |2-V7|=v7-2

Si ’x l <aya>0, entonces —a<<x<aq, es decir, x pertenece a (—a, a).

; . i = = x= iy icio
triangular o desigualdad de Schwartz. Si |xl aya>0, entonces x=a o x a. Dado que esta condicién es

contraria a la del ejemplo anterior, el conjunto que forma la unién de los dos
intervalos se puede escribir como:

(:j"; —al U [a, +e0) =R — (—q, a)

Sia vy b son dos ndmeros reales ya#b, entonces |a—b| = |b—al. Por
ejemplo, si tomamos a =7 y b = 2, entonces:
(=8l = |8 =5 5 [2—9] =] 4] =5
Ejemplo
Observa
: 3 b) Determinar el conjunto de niimeros reales que cumplen:
La distancia entre los pun-
tosaybes: @ Jx' = 5. Hay dos nimeros reales que lo cumplen: —5 v 3y
= = — =
di, b= Lo al o |xl=2ox= Lo = 3
< o —
—7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 ¢ 7
Ficura 1.9.a.
e [x|<2-2<x<2
o 5
65 4329 1T 33 st v
Ficura 1.9.h.

® |2—xl<5;>|x—2|<_5:~—5<x—2<5=>
= -5+2<x<54+2=-3<x<7

~7—6-5-A-2-2<1 ¢ ] 2 3 & & & 7

FiGura 1.9.c.

Qctividades

[H BT Escribe dos ndmeros racionales y dos irracionales que sean, en valor
absoluto, menores que 0,1.

BT sisabemos que |x— 1 | < 5, ;a qué intervalo pertenece x?

B ] S |x| < V2, determina la amplitud del intervalo en el que esta x.
/EE B[ Determina el conjunto de ntimeros reales que cumplen que [x| >4
[E B Realiza las siguientes operaciones:

a) 1273)=11-10172) - @/8)1|
b) [2-V5| - |v5+1]
Solucién: @) 1/3 b} —3
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E Operaciones con nimeros reales

Las operaciones de adicién y multiplicacién se definen en el conjunto de

los niimeros reales con las mismas propiedades que en el de los racionales. Recuerda
La resta de dos nlmeros rea-
Propiedades de la suma de nimeros reales: les, @ — b, es la suma del prime-
B Conmutativa:a+b=b+a. Fa'y el opueste del segrindo:
a—b=a+(-b)

. B Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+¢).

_ La division de dos nimeros
B Existe un elemento neutro, que esel cero:a+0=0+a=a.

reales, a/b, donde b#0, es la

B Cualquier ndmero real, a, tiene un opuesto, —a, tal que a + (—a) = 0. multiplicacion del primero y el
inverso del segundo:
Propiedades de la multiplicacién de nimeros reales: atb=a-(1/b)

B Conmutativa: a-b=b=-a.

B Asociativa: (ab)-c=a-(b-¢).

B Existe un elemento neutro, que esel uno:a-1=1-a=a.

B Todo niimero real no nulo, a, tiene un inverso, 1/a, tal que a-(l/a)=1.
B Distributiva respecto de la suma: a- (b+c)=a-b+a-c.

Cuando se opera con niimeros reales, a menudo se trabaja con aproximaciones
¥, por tanto, es conveniente precisar qué cifras del resultado se pueden consi-
derar correctas o exactas, a partir de las cifras aproximadas de los operandos.

Ejemplos

a) Para sumar los nmimeros reales \/g y T, ambos irracionales, se pueden
sumar sus aproximaciones por defecto:

e V3=1,7320 y w=73,1415
o V3+m=448735
/Cudntas cifras se pueden considerar correctas?

Los dos nimeros, V3 y 1, estdn contenidos, respectivamente, entre los
siguientes:

1,7320=V3=1,7321 3,1415=w=3,1416
Por tanto: 4,8735=V3 + mw=4,8737
Unicamente se pueden considerar cuatro cifras correctas: V3 + = 4,873.

En general, cuando se suman o se restan aproximaciones, se admite que solo
se puede garantizar la exactitud del resultado hasta un orden menos que ¢l
del sumando menos preciso.

Si se suman las aproximaciones V3= 1,732 y w = 3,141 5, el resultado con
todas sus cifras exactas es \/5 + 7 =4,_87.

b) Al muldplicar los niimeros reales x = 2,7854... y = 1,74..., obtenemos:
x-x=4,846596...
(Cudntas cifras pueden considerarse exactas?
Como 2,7854=x=2,7855 y 1,74 = =1,75, entonces:
4,846 596 = x -y =4,874625
Por tanto, solo hay dos cifras exactas: x -y =4,8.

En general, en la multiplicacién de aproximaciones ocurre lo mismo que
en la suma: en este Gltimo ejemplo, como el factor menos preciso tiene tres
cifras exactas, solo se puede garantizar que el nimero de cifras exactas del
producto es dos.

? 1. NOmeros reales
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Observa
A partir de las propiedades

de la potenciacién, se deducen
las siguientes igualdades:

m a°=1,yaque:

:an: 2% ”:aﬂ
aﬂ
o= . a que:
= an,y que:
1 a’ &
—:—:au L
ar qar
Recuerda

Algunas identidades nota-
bles relacionadas con las po-
tencias son:

M (a+b)P=a*+2ab+ b’
B (a+b)-(a—b)=a*— b
5 (a—b)=a*—2ab+ b?

| Potenciacion de ntimeros reales

Sea a un niimero real, a € R, y n, un ndmero entero, n € Z. Se define "

como:

a"=ag-a-...-a sin>0
gy yd
nveces

Cuando el exponente es negativo, —n, donde n > 0, tenemos:

1
a'":F dondea#0

Por ejemplo: (%)1 = %, (—4)*= —_14—); = Tlg’ (:2_5)5 = -_—33?
Propiedades
B Producto de potencias de igual exponente: a™ b™ = (a-b)".
m Cociente de potencias de igual exponente: -;% = (%)m.
B Producto de potencias de igual base: ™ a" = g™ ",
B Cociente de potencias de igual base: z—:l =g" "
B Potencia de una potencia: (d™)"=a™ ™.

@Dctividades

H] EE] Realiza las siguientes operaciones:
) 3432 (cJ 226 e) 2 '-(2/372-(1/6) -2
(b))27-2° d) 3-(6/5°  (£))57%- (15

Solucién: @) 82/9 b) 4 ¢) 512 dj 25/12 e) 63/8 f) 25

211] Expresa los siguientes niimeros como potencias de exponente negativo:
a) 174 b) (3/5)° (e} 11125 d) 729/64
Solucion: @) 27 B) (5/3)° ¢) 57 d) (2/3)°
220 Escribe en forma de potencias de base 10 las siguientes expresiones:
a) 1/10000 b) 0,000001 c) 1/0,001 d) 10000000
23] Simplifica las siguientes expresiones:
6°-372.7°2 1\-2 [4\3 [2\-5
@)z b) [—] - ﬁ) sl
14723410 3 3 3

Solucién: @) 57 b) 2-3* ¢) 2°-37-(7/5)°

21°-57.15%.3¢
2% 367

BZ W] Disi son ciertas estas igualdades. Cuando no lo sean, escribe la igualdad
correcta.
2% [2y 13 =i 5
a) —— =l b) |—| =2° e
) -3 ) () o (2
PH BB Realiza las siguientes operaciones y simplifica el resultado:

(3] o5
o[[2) ] [ ()T

Solucién: @) —5/9 b} 1/9 ¢) 4/5 d) 16/81

? Aritmética y Algebra



E Radicaciéon de niimeros reales

7.1. Raiz de un nimero real y propiedades

A partir de la definicién de potencia n-ésima de x, donde n es un nimero

n
natural, si X" = a, x es la rafz n-ésima de a v se escribe x = \/;. Es decir:

n/— i
x=Va < x"=q

n
La expresién anterior, \/;, se llama radical de indice n, v radicando a.

Asi, por ejemplo:

Vo=3 yaque 3'=9
VT —3 vigie  A3=1p

3
V—=21=-3 vyaque (-3)'=-27
Los radicales pueden ser nimeros racionales o irracionales. Por ejemplo:

3 5
o \/Zr, V49, V0,25, V125 v V32 son nimeros racionales, ya que su expresién

decimal es exacta:

— 3 5
V4=2,V49=1,V015=05,V125=5V31=2
5 4 E
| \/i, \/g, V—11, '\/g y V30 son ndmeros irracionales, puesto que su

expresién decimal es ilimirada y no periédica:

s 3 4
V2=14142..,V3=1,7320...V=11=-2.2239... V5 = 1,49953...,

V30=1,9743. .

Propiedades
- @ n
1. SiVa=x, x" =a, por lo que x = Vx".

2. SiVa=—x (—x)" = a, por lo que x = =V (—x)".
En las dos propiedades anteriores, si n es par, x solo existe para a > 0.

Fijate en estos dos ejemplos:

Radicales equivalentes

o= radicales que expresan un mismo nimero real son equivalentes.

~si, son radicales equivalentes:

B VT =V49=V343=v2401 = /16807
pucsto que: VI =V = VTP = V7 = /T
m O\ 7= V9=V 343 = V7401 =V "16807

s que V=T= V(77 = V(=10 = V(7P = V(=)

Simplificar un radical es calcular su radical equivalente de indice menor.

? I. NOmeros reales

Recuerda

Una potencia de exponente
negativo equivale a su inversa
con exponente positivo:

-

Observa

&I Existen dos ndmeros reales
que, elevados al cuadrado, dan
4, queson +2y —2:
x=+V4=2
x=—\d=—3
Esto no significa que V4 tenga

o
dos valores: +V4=2 es un
numero positivo, y “Va=—2
s un nimero negativo,

Xt=4 :>{

I Solo existe un ndmero real
gue elevado al cubo dé 8, que
es +2:

3 2
Xx’=8 = x=V8=2
& Solo existe un ndmero real
que elevado al cubo dé —g,
que es —2:
3
¥=-8 = x=V-8=-2

Observa

Cuando el radicando es po-
sitivo, se pueden multiplicar el
indice y el exponente de un
radical por un mismo ntmero,
con el fin de obtener un radical
equivalente.

Cuando haya que calcular
un radical de indice par, equi-
valente a un radical de indice
impar y radicando negativo, se
procede como en el siguiente
ejemplo:

S

V=5=-V5= /5= V25



e s

Observa

En el cdlculo con potencias
de exponente fraccionario son
vélidas las mismas propiedades
estudiadas para las potencias
Con exponente entero.

7.2. Expresion de un radical como una potencia
de exponente fraccionario

n n
Dado que \/3? =x=xl=x" resulta \/;“ = 5"

n I
Por tanto, si x = \/&, entonces x = a'™, es decir, un radical se puede expresar
como una potencia de exponente fraccionario:

\"/g — qlin

7.3. Reglas de célculo con radicales

B Producto y cociente de radicales

@ Sison del mismo indice:

%-W: V™ bt

VB AB=VF3-15%

® Si tienen ndices distintos, se transforman previamente los factores en
radicales equivalentes de indice comdn. Ast, por ejemplo:

vi%?ﬁzﬁﬁﬁﬁﬂz‘vy?:—yzz—yg
W VT

W Potencia de un radical

Asi, por ejemplo:

[

(=}

Ast, por ejemplo:

B Raiz de un radical
Asi, por ejemplo:
Vil =7 -V =7
B Extraccién de factores de un radical
Para extraer factores del radical \n/ﬁ, p debe ser mayor o igual que n. Ast:
=2VZ V3 =2V F=1-V36

® Suma de radicales

Solo se puede efectuar si los radicales son semejantes:

V8 y V2 son radicales semejantes, puesto que V 8=2V2.

\/3_2 y \j@ también son radicales semejantes, ya que:
V3l=4V1 y V324 =V3 =3V =312

Asi, por ejemplo:

V245 + V1 V125 = -1V5+ V7 -5V5 = W7 - 12\5

@ Aritmeética y Algebra



B Racionalizacién .
Racionalizar una expresién en cuyo denominador aparecen radicales es
transformarla en otra equivalente con un nimero racional por denominador.

o
g @ Si en el denominador aparece un radical Va", se multiplican numera-
n
- n—m
ot y denor oY :
dor y denominador por Va" ", ya que Recuerda
»\"/am ) -\"/an--m: ¥ amTh M= \?.I/CF= a El conjugade de Va+Voe
e Sien el denominador aparece una suma o una resta de radicales cuadra- es Va—Vb, y viceversa.

ticos (de indice 2), se multiplican numerador y denominador por la
expresion conjugada del denominador, puesto que:

(Va+v8)- (Va-Vb)=(Va] —(VB) =a=b

Ejemplos

\S 2 2 2 ~1+42
\__‘la) Racionalizar las expresiones ——

V3 VE 1-V3 VIV
V3 23

V333
W3 V3

VRV
2(1+V3) 2(1+v3)

@ @
w
<| ot ﬁlw
[ ] (3%}

Vi (1-v3)-(1+v3)  1-(V3)

_201+v5) \/?):—1—\/5

=i
142 _ (-1+V2)-(V2+V5)
"VIVE Vieva)-(Vievs)
(~1+V2)-(V2+V5) _—Va-V3+2+v6 _
(V2 - (v3) E
=-2+V2+V3-V6

J—
b |

Qctividades

i B Escribe tres radicales equivalentes a estos otros:

VE Vi Ve y V7

I

B ;Por qué son falsas las siguientes igualdades?

— & 5
al V-2=V(-2*=V16
12—

P— 1z
b) V-2=V(-2)"=V16

W T Escribe un radical equivalente a cada uno de los siguientes radicales con
| indice comun:

3— 4
. V3, V3, V3

i &3

8 — 12—
B Simplifica los radicales V5%, V77, V3% y V2'°.
¥
- = 4~ 33—
Soludion: V5, V7, V¥, v2*

17

? I. NUmeros reales



| Raices no cuadraticas
Il con calculadora

Para calcular raices con la calculadora
cientifica; en primer lugar se debe intro-
ducir el indice de la raiz, a continuacion,
segun la calculadora, hay que presionar
una de las teclas siguientes:

Para finalizar se introduce el radicando
y se pulsa sobre las teclas

3 —
Por ejemplo, para calcular V — 48, se
puede proceder asi:

| — 8=

La ptaHa mostrara:
 -3.63424NIER

Averigua como se procede con tu
calculadora.

A

[FET 1 Escribe estas expresiones en forma de potencias de exponente fraccionario:

c) \4;?7

Solucién: a) a’” b} 2°7

Lo12— N2
d) V5 g) =
: e o
o o h) V33
V4
f) @-Va? i1 VisVs\sis

CJ3 3/4 d) 53.’4 e} 2”4,’3 f) a7,'3 9) 219/15 h, 31/6 i} 515,-’16

5 Realiza las siguientes operaciones, expresando el resultado como un dnico

radical lo mds simplificado posible:

o 7
P I 1
\uc_:'))\/us -\/—?
b) 3V2-V3

s
Soludén: @) —5*V5

FEN e e V3 Ve
{ e))V27-V15-Va0 _e) =
V3
f¥a- e
g VaNE o Vima B PVG\13~\0
- \"05

4
b) 3V72 ¢) 90V2 d) - /iz e V32 fla
b

B EER simplifica las siguientes operaciones extrayendo factores fuera del radical:

V6 048Xy’

V/7938xy"

oy

Ve ol

..b \G/E

6 —
Solucién: a} 2°-x° "% b) ag-\af'a

g

[ 1 Efectda las sigui

_a) \‘;E-ﬁ- \%_I— 7\/5

Solucién: &) *40\/’5

B EE
a) V512+Ve48 - \/’

gV 2

Solucién: a)

entes operaciones simplificando al maximo:

V 3V12 /7

— Vs
TR — f
B Vi 2 4 V25

13V3  6V2

b
: 2 5

i1 Simplifica las expresiones:
i

e S
b) V6561’ +V/3993a— V34"

128
81

b} (14—a)-V3a

5 [T Realiza las siguientes operaciones:

_a) (2V3+V5)

\

_b) 2Ve- ( 2V/5— \»“3)2

_ Solucién: a) 17+4V15 b) 44V6—16V15

\EE] Efectua estos ca

a) (\/5-1— 1)2-”\/5

b) (2V§—\/§)-(\/§+ 3)

Solucion: @) 3V3+2V6 b) 2V6—-3V3+6V2—-3 ¢) 2V2-4

37 Racionaliza las s

leulos:

o [(V2-1) -1]-v2

d) (1+v2)-(V2-1)

d) 1

iguientes expresiones:

\ = Ve = g

; VETE B 1-V5 /i V3

1_Ja3 \,9 ) ——= ~d)

g vz < s AR V2V
= — 6 —— 4—
/ e /

S Ve +V2 g STASVE VA V12
2 19 6 2
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.:] Aproximaciones decimales [O
y errores

8.1. Aproximaciones

Dejando aparte los enteros y algunos decimales limitados, cuando se han de
efectuar cdlculos se toman aproximaciones. Las aproximaciones a un nimero
real se pueden realizar mediante dos métodos: truncamiento y redondeo.
Veamos, a continuacién, la diferencia que hay entre ellos:

B Truncar un nimero consiste en cortar su expresién decimal en un lugar
determinado. Este tipo de aproximacién es siempre por defecto.

B Redondear un nimero consiste en prescindir de sus cifras decimales, a
partir de una dada, de manera que:

e Si la primera cifra que se desprecia es menor que 5, las que se mantie-
nen se conservan como estaban. Esta es una aproximacién por defecto.

e Si la primera cifra que se desprecia es mayor o igual que 5, la dltima
cifra decimal que se conserva queda aumentada en una unidad. Esta es
una aproximacién por exceso.

8.2. Error absoluto

El error absoluto que se comete en una aproximacion es el valor absoluto de |a
diferencia entre el valor aproximado y el valor exacto.

Ejemplos

a) Sise toma el valor 0,666 para aproximar 23, ;qué error absoluto se comete?

2 666 2 2 2
'0’666_§J - {IOOO _3’ - ' 3000‘ 3000
) Sitomamos el valor 0,667 para aproximar 2/3, :qué error absoluto se comete?
2 667 2 1 1
086731 = 1To00 3| \30004 " 3000

—onsiderando el valor absoluto del error cometido en cada caso, es mejor
l2 sezunda aproximacién.

—z2ndo se redondea un nimero, el méximo error absoluto que se comete
= medm unidad del orden de la dltima cifra que se conserva. Todas las cifras de
= redondeo se denominan, por convenio, cifras exactas.

—uzndo se trabaja con una aproximacién y no se conoce su error absoluto,
s moma el mdximo error absoluto correspondiente al redondeo, es decir, la
»2 2c la unidad decimal de la dltima cifra escrita.
> =l nimero que queremos aproximar es entero, se toma como mAXimo
o= 2hsoluto la mitad de la unidad que ocupa la posicién de la dltima cifra
sz oo nulas Asi, el mdximo error cometido al aproximar un resultado

comme 2500 es 305 es decir, el resultado estard entre 2450 y 2 550.
) ctividades

— I =sizblece encada caso, Una aproximacion con 4 cifras exactas:
_
cj —4,57

6,/—
23 b) V3

-
-

1. NOmeros reales

| Redondeo
2 con la calculadora

Las calculadoras cientificas redondean
siempre los resultados a la dltima cifra,
Para redondear, basta con pulsar la
opcién FIX y, a continuacion, el nimero
de cifras decimales que se desea.

Generalmente, para activar esta opcién,
hay que pulsar:

Pulsa |a tecla 1 v en pantalla aparece

(X 0-9 |
Presionamos el nimero de decimales
deseados.

Asl, para redondear 7w con 4 cifras deci-
males, segun el modelo de calculadora,
se pulsan estas teclas:

En la pantalla aparecera:

3ME

Averigua como puedes redondear con
tu calculadora.

et

Observa

Redondear un niimero a una
determinada unidad decimal es
buscar la aproximacién decimal
CUYO error sea menot.
= Siel ndmero V2 se redondea
a centésimas, 1,41, el error que
se comete es:
1,41 — V2| =0,004... < 0,005
es decir, menor que 5 milésimas.

& Sinoseindica cudl es su error
absoluto, 9,42 estaria entre;

942—0,005 y 9,42+ 0,005




Cifras significativas
i . ., .
En una aproximacion, las cifras

significativas son aquellas que tienen
sentido fisico. Hablamos de cifras signi-
ficativas propiamente dichas al referir-
nos a las aproximaciones que se obtie-
nen de procesos de medida, y en las
que basta con que la incertidumbre
sea menor que una unidad del orden
de la Ultima cifra que se conserva.

Se llama incertidumbre o cota de error, Ax, de una aproximacion, x, al valor
maximo que puede alcanzar el error absoluto. Se indica de la siguiente forma:
x+ Ax.

La incertidumbre o cota de error de un ntmero redondeado se toma como
la mitad de la unidad decimal de la dltima cifra escrita.

Eiemplos

€) ;Cudl es la incertidumbre del niimero aproximado 3,87
Es 0,05 y se escribe 3,8 = 0,05. =

d) ;Cudl es la incertidumbre del niimero aproximado 3,807
Es 0,005 y se escribe 3,80 = 0,005.

e) ;Cudl es la incertidumbre del mimero aproximado 45 7807

Es 5y se escribe 45 780 + 5.

f) Elwvalor exacto de un niimero estd comprendido entre 3,615 v 3,625, ;Cudles
son el niimero aproximado que lo representa vy su incertidumbre?

El nimero aproximado que representa dicho valor y su incertidumbre es

3,62 =0,005.

8.3. Error relativo

La incertidumbre, o cota de error, de un nimero aproximado proporciona
informacién sobre el intervalo de valores en el que se encuentra dicho ndmero,
pero no sobre la calidad de la estimacién.

El error relativo de una aproximacion mide el error que se comete por unidad
aproximada. Se expresa en forma de porcentaje;

e = -A—X- - 100
X

Un atleta invierte 40 s = | s en recorrer 400 m, mientras que otro tarda
125 min = 1 min en cubrir 40 km. El error relativo de la primera medicion es
(1/40) - 100 = 2,5, es decir, 2,5 %, y el de la segunda, (1/125) - 100 = 0,8, esto

es, 0,8 %.

Como se puede observar, el error absoluto cometido al cronometrar el
tiempo es mayor en la carrera de 40 km que en la de 400 m. Sin embargo,
el error relativo es menor en la primera medicién.

Qctividades

BEL ] Haciendo uso de la calculadora, redondea el resultado de los siguientes
célculos con un error menor que una milésima:

a) V10-x b) V72 ¢) V77,02

] EE ] Determina entre qué valores estin comprendidos cada uno de los
siguientes nimeros aproximados. Escribe la aproximacion y su incertidumbre en
cada uno de los casos.

a) —7,06 b) 0003 ¢) —50000

il W] Utilizando la calculadora, averigua qué error relativo se comete en las
siguientes aproximaciones de

a) 3,14 b) 267/85 €) 3927/1250
Solucién: a) 0,05% &) 0,01% ¢) 0,0002%

? Aritmética y Algebra



E Notacion cientifica

Expresar un nimero no nulo, x, en notacién cientifica consiste en escri-
birlo como el producto de un ndmero, a, comprendido entre 1y 10, por una
potencia entera de 10:

=g-10",cont=a<10ynEZ

Ejemplo

a) Escribir 45070000000 y 0,003 91 en notacidn cientifica.
e 45070000000 = 4,507 - 10™°
391 391

® 000391 = 755500 = Tooo

=391-10"

La escritura en notacién cientifica de algunas constantes importantes,
como las que hay en el margen, proporcionan el niimero de cifras exactas y su
zrado de incertidumbre. Por ejemplo, en el caso de la carga del electrén, la
ilrima cifra exacta es del orden de 1077, y esto significa que el error que se

mete cuando se toma este valor es del orden de 0,5 - 10 %05 - 107,

Para operar con niimeros en notacién cientifica, es necesario tener en
cuenta que estdn formados por dos factores y que uno es una potencia.

Ejemplo

B} Caleular en notacién cientifica:

-10—9,74- 10" + 3,14 - 10°= 5,32 - 10" —
(5,32 — 9740 + 314) - 10* =

*\

9740 - 10" + 314 - 10* =
—9420,68 - 10" = —9,42068 - 107

(o |

® 9601-107°-79-107=960,1-10" - 79107 =
=(960,1 —7,9)-107=952,2-10"° = 9,522 - 10°
® £032-10°-2,03-107%:6,5- 10 % =

2-2,03:6,5)-10*"12*16=1750224 615 - 10°

Q:tividades

= B realiza las siguientes operaciones expresadas en notacién cientifica:
= 2-107-35-10*-1,25-10° B) 1,03-10 °*+5-10°—10"° ¢) (4,7-10 %>
Sohecion: a) 8,75- 10 b) —892-10°% ¢} 2,209-107

—

— W ctxpresa 3,7-10° afios luz en km (velocidad de la luz: c=2,9979- 10 m-s 7).
Seiecan: 3,498 - 107 km aprox.

= E " szbiendo que 18 g de agua contienen 6,022 - 102 moléculas, expresa en

“entffica la masa de una molécula de agua.

Smwces 2,99-10 g aprox.
I B =:oresa en notacion cientifica y con tres cifras exactas:
m 295792,4562 km/s cj 33075894,32m
& 2003450¢g d) 0,003468-10 *cm
= E T ==z 22 estas operaciones y expresa el resultado en notacion cientifica:
@ SETI1-10°+1,74-10°-9,54-10° b) 3,76-10 " —8,53-10 " +4,98-10 ™
Sseces: @) —931728-10° b) 2,9568-107"

1. NUmeros reales

N

Observa

Hay ciertos nimeros conoci-
dos que se suelen expresar en
notacién cientifica:

E Carga del electron:
e=1,602-10""C
 Constante de gravitacién:
G=6,672-10 "N-m? - kg?

IE Presion atmosférica normal
(1 atmdsfera): 1,1013 - 10° Pa

B Nlmero de Avogadro:

= 6,022 10° moléculas - mol ™
¥ Radio medio de la Tierra:

R,=637-10°m

I Velocidad de la luz en vacio:

€=2,9979-10°m-s"’

B Masa del electron:

m,=9,108-10 > kg

Multiplos y submultiplos
de unidades

tera 10" deca 10"

giga  10° dedi 107
mega  10° centi 1077
miria 10 il 107*
kilo 10° micro  10°°
hecto 107 nano  107°

Notacidn cientifica
con la calculadora

Para escribir un nuimero en notacion
cientifica con la calculadara, se usa la

tecl

Por
ro4,

a:

ejemplo si se desea escribir el nume-
3-10 % hay que pulsar

=GP E) (=)

En la pantalla apareceré:

| MR




| Los numeros rojos

El relojero y astroncmo suizo Jost
Blrgi (1552-1632) y el matemético
escoces John Neper (1550-1617) cons-
truyeron de forma independiente
tablas de logaritmos a partir de los tra-
bajos de Michael Stifel (1487-1567).
Tomaron bases proximas a la unidad, ya
que, de esta forma, las potencias ente-
ras de dichas bases también estdn muy
proximas entre si.

Burgi elabord una tabla de valores para
1,0001", escribiendo los exponentes en
tinta roja, y los resultados, en tinta
negra. Por esta razon, llamo a los loga-
ritmos ndmeros rojos. A partir de esta
tabla desarrolld la de logaritmos en
base 1,0001.

Neper utilizé como base 0,9999990,
Como ves, ambas bases estdan muy
cerca de la unidad.

Neper publico sus tablas en 1614, en la
obra titulada Mirificilogarithmorum cano-
nis descriptio y, después de su muerte,
aparecié Mirifici ipsius.

1[0} Logaritmos [©

Para una determinada base, a, positiva v diferente de 1, el exponente v,
tal que x = a’ se denomina logaritmo en base a de x, y se escribe y = log, x.

Por ejemplo:
B log, 8 =3, porque 2 = 8.
®m log, (1/8) = =3, porque 2> = 1/8.
B log,, 1000 = 3, porque 10° = 1000.
B log, 0,000 001 = —6, porque 107° = 0,000001.

El logaritmo en base a de un niimero x es el nlimero, y, al que hay que elevar a
para obtener x:

y=log,x=d =x

Observa que el niimero x debe ser siempre positivo, puesto que es una
potencia de base positiva.

Cuando la base es 10, el logaritmo se denomina decimal y se escribe sim-
plemente log x. Hay otra base importante, re, el g numero_irracional e, que da
nombre a los logaritmos neperianos, que se escriben como In x 0, en ocasio-
nes, L x.

Ejemplos

a) Calcular log, 16, logy5 (1/27) y In Vel

e log, 16 =4, puesto que 2* = 16.

e logy5 (1/27) = —6, puesto que (\/_) =/1127.

o In \3/; = 2/3, puesto que e = \3/?

b) Averiguar el valor de x en las siguientes igualdades:
e lnx=2=x=e=73800561

o log 1000=3=+=1000=x=10

e logx=m=x=10"= 1385455731

@ctividades

Calcula los siguientes logaritmos:
a) log,; V3 c) logy5729
b) log, 0,0625 d) log,;\/78125
Solucién: a) —1/2 b) —4 «¢) 12 d) —7/3

48] Calcula x en estos logaritmos:
a) log,1024=5

1
b) Iogx(2187)

" Solucién: @) x=4 b)) x=1/3

c) logysx=—1

2
d) Iog\gx=§

3~
¢}l x=5/2 d) x=V2

[fl EFEE Ordena de menora mayor las siguientes expresiones:

log, 2, log, (1/2), log, (1/8), log, 2, log; 9, log,,, 2, log,,s 1, log,, (1/8),
|ogi:'28

Solucién: ‘log,;, 8 < log, (1/8) << log, (1/2) < log,,, 2 << log;,, 1 < log, 2 << log, 2 <
<Zlog,, (1/8) << log; 9
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Propiedades de los logaritmos y de sus operaciones

B [os ndmeros distintos tienen logaritmos distintos: si x # y=>log, x # log, v.
T ademds, si x > y entonces log, x > log, ysia > 1.
B Ellogaritmo de la base siempre es 1: log, a = 1 porque @' = a.
B Ellogaritmo de 1 es cero en cualquier base: log, 1 = 0 porque @’ = iL.
B Zllogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de cada
uno de los factores.
log, (x-y) =log, x +log, y
E Cllogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos el
logaritmo del denominador.
log, (x/v) =log, x — log, v
B Ellogaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el
logaritmo de la base.
log, x"=n-log, x
E Ellogaritmo de una raiz es igual al cociente entre el logaritmo del radi-
cando y el indice de la rafz.
n log, x
log, Vx = e T
n
Eiemplo

X'+ 3y

‘ Ve
x -3y

== log, (x’- 3y) — log, V= log, ¥’ + log, 3y — log, Vz=

¢) Desarrollar log,

]

~
A

_ 1
=3log, x+log, 3 +log, y— 7 log,z

Cambio de base

= calculadoras trabajan con logaritmos decimales y neperianos, por eso

comviene expresar un logaritmo de base cualquiera en bases 10 o e.

>ty = log, x entonces x = a’. Aplicando las propiedades de los logaritmos:
logx =loga’=logx=vloga
—omo y = log, x, sustituyendo se obtiene log x = log, x - log a, por tanto:
log x

log, x =
loga

Lo mismo se obtiene con logaritmos en otra base: log, x = log, x/log, a.

Ejemplo

dl Loz 45 = log 45/log 3 = 3,464 973 521

)ctividades

=

= Zxpresa como un sole logaritmo 3Ina — (1/2) In b+ 5 (In @ — (1/2) In b).
Seledén: In (a%/b°)
3 ¥ Calcula
a) log,; 0,006

Selmcon: aj 7,38 aprox.

b) logy; \5/5
b} —0,66 aprox.

? I. NOmeros reaoles

: Logaritmos

1 con la calculadora

En las calculadoras cienzificas hay dos
teclas para calcular logaritmos:

L LOG TS logaritmos decimales.

L para logaritmos neperianos.

Para calcular potencias de base 10 o
potencias de base e, es necesario pul-
sar previamente la tecla que permite el
paso a la segunda funcion, que, segun

Asl, para calcular log 54,7, basta con

. pulsar lo siguiente:

El resultado aparecerd en el visor:
: 1
(137987326 |

Para calcular e™, se activa la funcién
exponencial, pulsandc previamente la
tecla de segunda funcion:

i 50 B = |
| B & =)

En el visor aparecera:

23.140R92ET |

Six = b, entonces:

log, b=
Rk log, a

y se deduce lo siguiente:
loge-In10=1




